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Resumen

El paradigma del Compressive Sensing (CS) ha supuestos uno de los mayores avances de
las Gltimas décadas en todos aquellos aspectos relacionados con el &mbito del procesado de
sefal, desde el mas amplio sentido. La alta demanda de algoritmos, aplicaciones y
dispositivos de tiempo real ha generado un gran interés por la industria en todas aquellas
técnicas basadas en esta filosofia. Contrariamente al paradigma tradicional, limitado por el
teorema de Nyquist-Shannon (1946), los sistemas basados en la filosofia CS son capaces
codificar, mediante representaciones dispersas, sefiales con anchos de banda que superan
con creces la cota impuesta por el teorema del muestreo lineal. En esencia, CS combina el
muestreo y la compresion en un solo paso, midiendo muestras minimas que contienen la
maxima informacion sobre la sefial.

El problema del tamafio de los datos involucrados en cualquier proceso de medicion es
recurrente en el ambito de la evaluacion destructiva. A su vez, muchas de las técnicas
comunmente empleadas en NDT hacen uso o se traducen en representaciones con
caracteristicas sumamente dispersas: imagenes, sinogramas, sefales ultrasénicas o basadas
en sistemas RADAR son claros ejemplos. La conjuncion de estas necesidades y cualidades
convierten al CS en una de las herramientas mas prometedoras para el avance dentro del
campo de la evaluacion no destructiva.

A lo largo de esta presentacion se realizard un breve repaso a los principales algoritmos
empleados, tanto en el disefio de senales como en las fases de recuperacion, con el fin de
aportar una perspectiva amplia de las posibles soluciones relacionadas con el CS. Se
expondran multiples casos de ¢éxito en la aplicacion de CS en el ambito de la
instrumentacion, los sensores y la representacion, pilares fundamentales del area de la
evaluacion no destructiva.

Introduccion

La publicacion de Donoho [1] en 2006, supuso una revolucion en el area del procesado de
sefial. En este trabajo se definen las bases del CS, y la posible explotacion del concepto de
“dispersion” de la informacidn para superar la barrera impuesta por el teorema de Nyquist
en los procesos de conversion analogico-digital. Dado que éste es uno de los puntos mas
relevantes en el ambito de los END, CS supone una revoluciéon que no sélo permite
optimizar este tipo de procesos, si no que abre las puertas a una nueva concepcion en la
resolucion de problemas inversos y en la extraccion de caracteristicas.

Breve formulacion matematica

Desde un punto de vista de muestreo el CS se puede definir como la capacidad de
recuperar sefiales a partir de un numero menor de muestras que el impuesto por el teorema
de Nyquist. Para conseguir esta disminucion se aplican bases dispersas, a partir de las
cuales, con muy pocos coeficientes representativos podemos recrear la sefial original. Esta



filosofia se diferencia de la compresion con pérdidas en el hecho de que no son anulados
los coeficientes menos representativos, sino que el propio método de adquisicion asegura
desde el principio la existencia de coeficientes nulos al realizar la proyeccion en la base
propuesta. El problema planteado asi plantea una pregunta inicial desconcertante: ;como
podemos asegurarnos de adquirir estos pocos coeficientes representativos sin un
conocimiento previo de la sefial? La primera aproximacioén que contesta a esta pregunta es
la de muestrear la sefial de una forma aleatoria completamente incoherente: esto es, a partir
de combinaciones de muestras tomadas aleatoriamente de la sefial podemos reconstruir la
misma con un menor numero de muestras que aplicando el principio de Nyquist [2]. La
reconstruccion de la senal se realiza a través de estas combinaciones, “medidas”, mediante
un proceso de optimizacion. Siempre y cuando el nimero de medidas sea suficiente, sera
posible encontrar un nimero de coeficientes dispersos que nos permita reconstruir la sefal
original [3].
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Figura 1. CS en representacion matricial: a) con transformacion ortonomal, b) para
sefiales de entrada que son dispersas intrinsecamente. Adaptado de [4].

Matematicamente la idea se puede resumir en los siguientes pasos: consideremos una sefial
X € RN, que es dispersa si se proyecta sobre una base ¥* € CN*N, siendo s="PXx una sefial
dispersa con Unicamente K coeficientes no nulos con K<<N. Asumimos ahora que la sefal
originaria X ha sido muestreada empleado una base de muestreo incoherente ® € CM*N,
obteniéndose un vector de medidas y = ®X, con y € RM. En este escenario, la sefial original
X se puede recuperar, a pesar de que M<N, solucionando el problema de optimizacion:

min [¥xlo  sujeto a ®Xx =y con P P=I (1)

donde |a|1 representa la norma o del vector a e I es la identidad. El éxito de la
reconstruccion de la sefial X estd garantizado con cierta probabilidad siempre y cuando se
cumpla que:

0 M>Cu(®, ¥*) Klog(N), donde C es una constante real positiva y u(®, ¥*) es la
coherencia entre la matriz de muestreo y de dispersion:

Y EY: T *
w(®,W)=vN max [(g, )] )
1<k, j<N
La coherencia mide la méxima correlacion existe entre los elementos (filas y columnas

respectivamente) que forman las matrices ® y .

0 La sefal originaria X sea dispersa en la base ¥" y la base de muestreo/medidas ®, y ¥"
sean incoherentes.

Para asegurar el éxito de este tipo de esquemas de proceso, es de vital importancia el
disefio de la matriz de medidas, ®. Esta se ha de generar teniendo en cuenta que la
coherencia (2), se encuentra comprendida en el intervalo (1, N'?). Esta restriccion asegura



que una sefnal dispersa en el dominio impuesto por @, no lo va a ser en el dominio del
vector de las medidas. Sin embargo, en ciertas aplicaciones la matriz @ viene impuesta (ya
sea por cuestiones de hardware o bien limitaciones fisicas de ciertos problemas inversos

[5D.
Marco de referencia: modelo de adquisicion/reconstruccion

El modelo de referencia de CS se basa en dos tipos de procesos diferentes y
complementarios: el modelo de adquisicion y el de reconstruccion de la sefial,
representados conceptualmente en los diagramas de la Figura 2.
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Figura 2. Marco de referencia de CS: a) modelo de adquisicion, y b) modelo de
reconstruccion. Adaptado de [4].

El modelo de adquisicion (Figura 2, a) se basa en la recogida de medidas de forma no
adaptativa, esto implica que tanto la matriz de medidas ®, como la de transformacion P*,
son fijadas a priori. Tras este proceso, que solo conlleva una multiplicaciéon matricial, se
obtiene un vector de salida y, de M muestras, cumpliendo siempre que M<N. Es muy
importante destacar que M se encuentra relacionado con el grado de dispersion de la senal
de entrada X y ha de cumplir la condicion de incoherencia (2).

El proceso de recuperacion es el mas complejo de este marco (Figura 2, a), ya que consiste
en resolver el problema inverso definido por y=® X, con ¢l fin de obtener la estima X. Este
problema es indeterminado, dado que M<N vy, por tanto, el numero de soluciones es
infinito. Sin embargo, y teniendo en cuenta las reglas disefio impuestas sobre ® y ¥",
podemos restringir como solucion valida de X aquella que maximice la dispersion del
vector S. En estos casos la tunica solucion posible de las resultantes del problema inverso es
aquella que cumple una minimizacion del nliimero de elementos no nulos (pseudo-norma
{o) del vector §. Por tanto, nos encontramos ante un problema de optimizacioén definido en
la expresion (1) que, en funcion del vector disperso se corresponde con:

S=argmin||s||, sujetoa @s=y 3)

Desafortunadamente, este problema puede clasificarse como NP-complejo, lo que implica
su tiempo de resolucion es no determinado. De hecho, es el problema que mas esfuerzo
conlleva por parte de la comunidad cientifica dentro del ambito del CS. Si relajamos el
problema o anadimos nuevos factores de complejidad como puedan ser la reduccion del
ruido o diferentes condiciones de contorno, el problema se diversifica, traduciéndose en
nuevos enunciados cuya resolucion depende de métodos de optimizacion mas o menos
complejos que serdn presentados a continuacion.

Algoritmos de reconstruccion

Basados en principios de optimizacion convexa:

Resulta de una modificacion de la expresion (3), en donde la funcion objetivo se define
como la minimizacion del mismo argumento, sustituyendo la pseudo-norma ¢o por la
norma ¢1. Al realizar esta modificacion el problema puede resolverse mediante



programacion lineal, ya que automaticamente la funcién objetivo se convierte en una
funcién lineal. En la Tabla 1 se presentan las funciones objetivo, asi como las restricciones
de los algoritmos de reconstruccion CS que emplean este tipo de planteamiento. El
algoritmo basico, a partir del cual se plantean el resto es BP (Basis Pursuit), se
corresponde con el cambio de normas anteriormente citado. Otras variantes permiten la
reconstruccion a partir de vectores y que contengan muestras perturbadas por un ruido
gaussiano de varianza conocida o impuesta, € (BPDN y LASSO), o bien bascular mediante
el pardmetro A para hallar una solucidon de compromiso entre la dispersion de la estima de §
y la potencia del residuo tolerado (método Lagrangiano).

Tabla 1. Funciones objetivo y restricciones de los principales algoritmos de
reconstruccion basados en optimizacion convexa

Total Variation

Basis Pursuit (BP) Denoising (TV)

Basis Pursuit Denoising (BPDN)

§=arg min||s||,; sujeto a %H(y*@.ﬂ)“éﬂé

S$=arg min||s||,;
8§

sujetoa Os=y

Lagrangiano

LASSO

§=arg min l)»||SH, +
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§=arg min||s|lr;
5

1
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Esta familia de algoritmos permite estimar soluciones a partir de medidas ruidosas y
obtener soluciones de “superresolucion” altamente ligadas a las posibles soluciones ligadas
al planteamiento basado en {0, como desventajas fundamentales podemos destacar la
lentitud en la resolucion del problema, asi como las dificultades de implementacion para
tamanos considerables de M y N.

Algoritmos ansiosos (greedy):

Al contrario que los anteriores, los algoritmos ansiosos no proporcionan una solucién
global, si no que emplean sistemas paso a paso. En cada uno de ellos se resuelve un
subconjunto del problema inicial. Béasicamente se plantean problemas mas pequefios
diezmando la matriz ® por columnas (denominadas atomos).

En su versién mas simple, la serie, estos algoritmos van incrementando de forma iterativa
las posibles posiciones de S no nulas, segiin la naturaleza del residuo r, ri-i=y — O S§i,
siendo Si-1, la estima del vector disperso correspondiente a la iteracion anterior. En cada
iteracion se calcula la correlacion entre la matriz de recuperacion y el residuo: Ci= O ri.1.
En caso de aplicar MP (matching pursuit) [6] el maximo de este vector indica que valor de
Si es candidato a ser no nulo, pero si empleamos OMP (orthogonal matching pursuit) [7],
esta actualizacion se realiza mediante un proceso de ortonormalizacién de Gram—Schimidt.
Como refinamiento a MP y OPM aparecen las alternativas paralelas, en los en cada
iteracion se analizan como problemas de optimizacion convexa subconjuntos de 2K
(CoSaMP) [8] o K 4tomos (SP) [9] que obtienen la maxima correlacion, actualizdindose con
los K 4tomos candidatos de la iteracion anterior. Todas estas soluciones son mucho menos
complejas que las basadas en optimizacidon convexa, pero requieren un conocimiento
previo de la dispersion del vector s (K), no aseguran la convergencia y requieren un mayor
nimero de medidas.

Algoritmos de umbralizacion

En cada iteracion se calcula una nueva version de $i mediante §i =7 (Si.1 + 40T (y — O §i-1)),



donde # es una funcién de umbralizacion y 1 controla la velocidad de convergencia del
algoritmo (step-size). La funcion 5 puede ser “dura” o “suave”. A su vez, existe una
variante de esta aproximacion que adapta el umbral § mediante regularizacion, conocida
como Approximate Message Passing Algorithm. A pesar de que este tipo de algoritmos
poseen una complejidad baja y son capaces de descartar en cada iteracion multiples valores
de $, no aseguran la convergencia. De hecho, para solventar esta problemética es necesario
recurrir a soluciones con A adaptativos, lo cual incrementa seriamente la complejidad.

Algoritmos combinatorios

Esta familia de algoritmos hace recaer la complejidad en el disefio de la matriz ®.
Bésicamente ésta se genera en base a unos patrones especificos que aseguran una
distribucion de valores discretos similar en cada columna. Son algoritmos sencillos
computacionalmente pero que requieren de medidas libres de ruido.

Basados en principios de optimizacion no convexa:

La filosofia seguida para este tipo de soluciones pasa por los mismos planteamientos que
los propuestos en los algoritmos de reconstruccion basados en optimizacién convexa. Sin
embargo, se modifica la norma de las funciones objetivo (véase Tabla 1, BP), pasando de
ser {1 a {p, con 0 <p < 1. Esta modificacion implica que el problema pasa de convexo a no
convexo, con las implicaciones que ello conlleva.

Basados en analisis bayesiano:

Requieren que la sefial de entrada x cumpla ciertas propiedades como proceso en si,
basicamente que pueda ser modelado mediante una unica funcién de distribucion
probabilidad (en algunos casos extremos esto se puede generalizar a familias completas de
f.d.p.). Basicamente, la dispersion en la sefial de entrada se obtiene a partir de
parametrizaciones calculadas mediante métodos como belief propagation o inferencia
bayesiana.

Aplicaciones NDT

El hecho de que una sefial sea dispersa o compresible y pueda ser sensada a través de cierto
nimero de medias incoherentes tiene multiples implicaciones que pueden ser explotadas en
aplicaciones directamente relacionada con el campo de la END. Citamos aqui algunas de
las que consideramos mas prometedoras:

O Adquisicién de datos y conversores analdgicos a informacion (AIC):

Debido a la aparicion de sistemas de sensado de mayor calidad (mejores frecuencias de
muestreo, margenes dindmicos, relaciones sefial a ruido, nimero de canales etc.) la
informacion relacionada con sistemas orientados a la END estd creciendo de marera
exponencial. Esto provoca la aparicion de cuellos de botella en los canales de transmision,
asi como en los mismos instrumentos. Con el fin de mitigar esta problematica, esta
surgiendo una nueva generacion de conversores conocidos como conversores analdogicos a
“informacion”, o de xampling [10]. Aunque en la actualidad estan en fase de
experimentacion, en [11] nos encontramos una propuesta interesante, en la se presentan
conversores que incluso hacen descender la tasa de muestras unas 20 veces con respecto a
la tasa de Nyquist, sin aumentar excesivamente la complejidad de las arquitecturas ADC
tradicionales. En [12] y [13] ya encontramos disefios dedicados a la inspeccion ultrasonica.

O Resolucidon de problemas inversos:




En esta categoria podemos englobar cualquier técnica de generacion de imagen de
estructuras dispersas ya que, en el fondo, todas las imagenes empleadas en el ambito de los
END persiguen ser una representacion lo mas fiel posible de la estructura bajo estudio,
inferida a partir de una colecciéon de datos procedentes de uno o varios sistemas de
sensado. Las magnitudes fisicas envueltas en este tipo de problematicas son de diversa
indole (rayos-X, resonancia magnética, inspecciones ultrasonicas etc.), asi como la
disposicion de los elementos de transduccidn, tanto en recepcidon como en transmision
(arrays lineales, inspecciones tomograficas o tomograficas en espiral etc.). Sin embargo,
todos estos escenarios plantean la misma cuestion subyacente: inferir una geometria a
partir de sefiales o datos que proceden de integraciones temporales y espaciales. CS encaja
de forma directa con este tipo de problemadtica, en donde el vector de medidas y se
corresponderia con los datos suministrados por los receptores, la matriz de medidas ®
dependeria de factores como la disposicion de los sensores y las sefiales de excitacion
aplicadas y la incognita global del problema, X se relacionaria con la estructura bajo
estudio (de forma directa o en su version transformada). Este fenomeno ha sido
ampliamente explotado en el &mbito de la imagen médica, pero en estos ultimos afios han
surgido propuestas interesantes en END.

Por ejemplo, el problema de la generacion de imagen ultrasénica ultrarrapida ya se ha
servido de las técnicas CS para incrementar la calidad de sus resultados. En [14] se aplica
una transformacion basada en ondiculas de Daubechies, junto con BPDN, para generar la
imagen. Sin embargo, en [15] se realiza un estudio exhaustivo de la misma problematica,
esta vez desde la perspectiva de los algoritmos basados en umbralizacion (FISTA,
MFISTA, OMFISTA, etc). Ambas propuestas consiguen resultados satisfactorios,
aumentado considerablemente la resolucion de los sistemas de imagen sin necesidad de
condicionar el hardware asociado. De hecho, este tipo de estrategias ya ha sido aplicado a
casos de END reales [16], por ejemplo, en [17] se sirven de estas técnicas para buscar
desperfectos como oquedades o grietas en estructuras de hormigoén in situ o en [18] para la
inspeccion de contenedores desde el exterior.

Otro tipo de inspeccidon que estd cobrando especial relevancia en el ambito del END es de
la tomografia computerizada (CT). En este caso concreto, la propia geometria de la
disposicion de los sensores provoca una alta redundancia en las medidas. CS se ha aplicado
a estas inspecciones en diferentes escenarios y magnitudes fisicas: en [19] se mejora la
tomografia de impedancia eléctrica aplicada a la vigilancia de la integridad de estructuras
aeronduticas y de la construccion; en [20] aprovechan la redundancia y la dispersion de la
imagen en el caso de la CT de alta tension, y en [21] CS sirve para minimizar el nimero de
capturas del CT con el fin de inspeccionar de una pieza cilindrica rellena de hormigon.

Otra area de especial interés en los tltimos 30 afios es el empleo de sistemas de georradar
para END. Dado que estos sistemas emplean tecnologia RADAR, y por tanto la naturaleza
de las senales envueltas en el proceso de generacion de imagen es dispersa, son perfectos
candidatos a la aplicacion de CS, ya sea en adquisicion o en generacion [22] [23].

Podemos citar otras metodologias de END que han aplicado CS, obteniendo resultados con
mejor resolucion de los habituales, en campos tan diversos como la termografia [24], la
imagen obtenida mediante microondas [25] o el estudio de las ondas de Lamb mediante
vibrometros [26].

O Reduccion de elementos en sistemas multicanal:

Dado que CS se basa en principio de que a partir de cierto nimero de medidas
provenientes de la integracion de multiples fuentes de sensado, es posible recuperar sefiales
procedentes de un dominio disperso. Este fenomeno puede ser explotado para la reduccion



de elementos en un sistema multicanal y se conoce como CS estructurado.

El primer ejemplo de estos sistemas es la camara de un tnico pixel [27]. En este caso, una
escena dispersa es proyectada sobre una matriz de espejos direccionados de forma
pseudoaleatoria repetidas veces. En esta situacion, si es conocida la matriz que ha
gobernado las posiciones de los espejos, es posible recuperar la informacion original de la
imagen proyectada con un niimero de medidas (M) inferior al niimero de pixeles de la
escena.

En [28] se ha trasladado esta idea a los sistemas multicanales ultrasonicos. En este caso la
diversidad se obtiene a partir de una lente acustica de patrén pseudoaleatorio que gira con
respecto al eje del emisor/receptor. Por cada posicion de la lente se obtiene una medida.
Estas arquitecturas permiten la reconstruccion 3D con un Unico elemento de sensado. Este
mismo principio se ha trasladado a la microscopia ultrasonica con éxito [29] y al disefio de
cavidades especificas que permitan la recuperacion dispersa [30].

O Problemas de fusién:

La tecnologia de fusion de datos permite combinar la informacion procedente de diferentes
sensores de END para aportar una imagen mas completa de la integridad estructural de los
elementos evaluados. CS permite evaluar la informacion comin y no comuin entre estos
tipos heterogéneos de sensados y facilitar la ardua tarea de fusionarlos. Algunos ejemplos
que han aportado resultados prometedores los encontramos en [31], en donde se combina
la informacion optica superficial con CT mediante CS o en [32], combinando CT y
fotoacustica aplicado CS mediante la resolucion de un LASSO.

O Compresiéon de datos:

En algunas situaciones no esta claro cual es la matriz W adecuada a las sefiales de entrada
al sistema de codificacion/compresion. Sin embargo, podemos recurrir a disefios aleatorios
para la matriz @, ya que este recurso se considera una estrategia universal valida. Si bien es
cierto que, en la mayoria de las situaciones reales, esta filosofia explota en menor medida
la dispersion subyacente en los datos y no permite aprovechar las capacidades del CS para
extraer informacion directamente relacionada con caracteristicas concretas de la pieza bajo
estudio. Buenos ejemplos de aplicaciones de este enfoque los encontramos en [33], en
donde se extraen caracteristicas relacionadas con la fuga de campo magnético y en [34]
aplicado al estudio de las ondas de Lamb.

Desafios y potencial futuro del CS en END:

[ Plantear estrategias de adquisicion genéricas: eso es, desarrollar una teoria generalista
que permita aplicar la técnica CS con independencia de la naturaleza de las sefiales o de
los datos involucrados.

U En si, determinar una buena base que facilite la adquisicion dispersa. Esta tarea de por si
es compleja y requiere de un conocimiento profundo de la naturaleza de los
datos/senales, pero en el campo de los END las sefiales empleadas habitualmente
poseen caracteristicas que facilitan esta tarea al ser sefiales pulsadas, ondas continuas
sinusoidales o combinaciones de las mismas, etc. A su vez, las imagenes generadas en
este tipo de diagnosis comparten propiedades muy caracteristicas que facilitan esta
tarea.

U Solucionar problemas que atafien al capo del CS de forma genérica y que impiden la
implementacién de sistemas suficientemente robustos para su uso habitual en el campo
de los END. Entre estos problemas podemos destacar la determinacion de las cotas
superiores relativas al numero de medidas, asi como del numero de iteraciones



necesarias para garantizar la convergencia de los algoritmos a priori. También es
sensible el problema de garantizar la convergencia y la recuperacion robusta de la
entrada, sobre todo en el caso de plantear CS como alternativa para la resolucion de
problemas inversos.

[l Definir problemas en los que el CS estructurado permita extraer caracteristicas
relevantes para las inspecciones.

U Dada la importancia que estd adquiriendo la IoT en la actualidad [35], facilitar el
tratamiento almacenamiento y transmision de informacién aplicando CS. Dentro de este
paradigma, es de especial importancia la seguridad de los datos, especialmente a nivel
fisico: en muchas aplicaciones es necesario aleatorizar registros concretos que, en el
caso de los END, suelen estar relacionados con imagenes o series temporales. CS ha
demostrado ser una herramienta 1til en este tipo de situaciones, ya que consiguen
salidas de mayor entropia tras su aplicacion [36].

Conclusion

El CS se muestra como una de las herramientas mas prometedoras dentro del 4mbito de los
END, ya no solo por la capacidad de compresion de la informacion manejada en esta area,
si no por su capacidad para extraer informacion relevante de manera concisa y sistematica.
Sin embargo, el grado de madurez de este marco de trabajo ofrece grandes retos tanto a la
comunidad cientifica como a la industria.
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